Ejercicio 1A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Anadlisis)

X 3
M Ssix<0
Sea la funcién continua f : R - R definida por f(x) = ) . (In denota la funcién loga-
4x“+a si0Dsx<1

b +sen(mx) sil<x
ritmo neperiano). Determina a y b.
Solucion

La regla de L'Hdpital (L'H) dice: Si “f" y “g” son funciones continuas en [a -0, a + 9], derivables en (a—6, a+9o),
verificando que f(a) = g(a) =0y I| Q=— , entonces si existe Ilm ( ) se verifica que lim ( )

gx) O 'x) 2 gi(x)
f(x)
(

=lim —) . (La regla es valida si tenemos /e, y también si X - ).
X

X-a

Como la funcién es continua en R; en particular en continuaenx=0yx=1
Como f(x) es continua en x = 0 tenemos f(0) = Iir701 f(x) = Iiry f(x)
X -0- X -0+

f(0) = IirE] f(x) = Iirg (4x* +a)=0+a=a.

e*+ 3x?
X 3 0 X 3 X 2 0
In(e +x):{ln(e+0):%;L,H}:”rg (€+x°) _ . e+3x* _e+0_1
X X-0=

fm 9 = iy ; it

x-0-(@+x°) e’+0 1
De f(0) = Iirro1 f(x) = Iirg f(x) , tenemos a = 1.

Como f(x) es continua en x = 1 tenemos f(1) = IirTl1_f(x) = Iir‘? f(x)
f(1) = IirT f(x) = IirTl1 (b +sen(x)) =b +sen(m)=b+0=h. Iinl1_f(x) = Iinl1_(4x2+ 1)=4+1=5.
De f(1) = Iin;_f(x) = Iirrl1 f(x), tenemos b = 5.

Ejercicio 2A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Andlisis)
2>< 1
49
a) Estudia y halla las asintotas de la grafica de f. (1’25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1'25 puntos)
Solucion
2>( 1

Seaf:R - Rlafuncion definida por f(x) = ——.
e”+1

Seaf: R - Rlafuncion definida por f(x) =

a)

Estudia y halla las asintotas de la grafica de f.

La recta x = a es una asintota vertical de f(x) si limf(x) = co.
X-a

Como la funcién f(x) no se anula en el denominador, f(x) no tiene asintotas verticales.
La recta 'y = b es una asintota horizontal en « si lim f(x) =
X - 00-

. ) 2x _ +oo + . . @2Xx . 3
Como lim f(x) = lim e2 1 e+ 1 ﬁ; L'H = lim 2 ez = lim (1) =1, larectay =1 es una asin-
X e X ot @4 ] e+l +oo X ot 2.@7 X e

tota horizontal de f(x) en + . Como tiene asintota horizontal en + o no tiene asintota oblicua en + .
1
e*-1 _e”"1 _ g~ ~ _0-1

2x -0 - -
+1 e+l 1, 0+1

-1 . .
Como I|m f(x) = I|m = T =-1, larectay = -1 es una asintota horizon-

+00

tal de f(X) en - 0. Como tiene asintota horizontal en - o no tiene asintota oblicua en - .
b)
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1’25 puntos)

Estudiamos la monotonia de f(x) que es el estudio de su 12 derivada f ‘(x).



2X _ 1 ) 2 2X
Tenemos f(x) = ez_ , Y suderivada es f'(x) = ez
e”+1 2.~

=1 >0, luego f(x) es estrictamente creciente (/')

entodoR.

Ejercicio 3A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Andlisis)
Calcula _[0"/2 (2sen?(x) - cos?(x))dx.

Solucién

. . . - . 1- 2X
Calculamos primero la integral indefinida teniendo en cuenta que sen®(x) = %()

y también la formula

fundamental de la trigonometria cos?(x) = 1 - sen?(x).

j(ZsenZ(x) - cos?(x))dx = j(ZSenz(x) - (1 - sen?(x)))dx = j(SSenz(x) - 1)dx = j[s(l%s(b()j - 1] dx=

—E-(x ) sen(2x)j ik 3X Bsen)
2 2 4
/2
Luego [™*(2sen(x) - cos(x)dx = {3—)‘ 3-sen(2) x} - [3—”- 3-sen(r) | ’—TJ- (0) = 4
0 2 4 o 4 4 2

Ejercicio 4A del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Anadlisis)
Considera las funciones f, g : R - R definidas por f(x) = |x| - 2 y por g(x) = 4 - X2.
a) Halla los puntos de corte de las graficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan. (1 punto)
b) Determina el area del recinto anterior. (1'5 puntos)

Solucion

Considera las funciones f, g : R - R definidas por f(x) = |x| - 2 'y por g(x) = 4 - X2.
a
H)alla los puntos de corte de las gréaficas de ambas funciones y esboza el recinto que delimitan.

-Xx-2 si x<0 . -x si x<0
) , teniendo en cuenta la definicion de |x| = . Tanto
Xx-2 si x20 X 0

Tenemos f(x) = x| -2 = { .
si x 2
-X - 2 cOMO X - 2 son semirrectas y ambas pasan por (0, -2).

La parabola g(x) =4 - x? es de la forma (n), pues el nimero que multiplica a x2 es negativo, con abscisa del
vértice en la solucion de f ‘(x) = 0 = -2x, de donde x = 0 y el vértice es V(0, 4). Corta al eje OXenx=-2y
X = 2 (soluciones de 4 - x2 =0).

Cortes entre ellas:

_1+1+24 1%5

Six<0,de-x-2=4-%x2 5 x2-x-6=0- x= : 5 , de donde x = -2 (valida) y x = 3 (no
valida). Se cortan en (-2, 0)

- +1[ - +
Six<0,de+x-2=4-x2 - x2+x-6=0 - x= 1% 21+24: 12_5,dedondex=2(va|ida)yx=-3(no

valida). Se cortan en (2, 0)
Un esbozo es:




b)
Determina el area del recinto anterior.
Area = Areal + Area2 = Area bajo (4 - x 2) entre -2 y 2 mas area tridngulo rectangulo base 4  y altura 2 =

3 2
= j_z(4 - x2)dx + (1/2)-4-2 :{4x %} +4=(8-8/3)-(-8-(-8/3)) + 4 u2 = (20 - 16/3) u2 014'66667 u2.

2

Ejercicio 5B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Algebra)
2 0 2
Considera la matriz A= -1 2 1].
0 1 4

a) Estudia, segun los valores de A, el rango de la matriz A - Al, siendo | la matriz identidad de orden tres.
(1’75 puntos)

X 0
b) Resuelve el sistema (A - 1)-| y |=| 0| y halla, si existe, una solucién en la que x = 2. (0’75 puntos)
z 0
Solucion
2 0 2
Considera la matriz A=| -1 2 1].
0 1 4

a)
Estudia, segun los valores de A, el rango de la matriz A - Al, siendo | la matriz identidad de orden tres.
2 0 2 100 2-4 0 2

Tenemos (A-Al)=|-1 2 1|-4{0 1 0|=| -1 24 1
0 1 4 0 01 0 1 4-A
2-A 0 2 |Adjuntos
Luego |A-Al|=0=|-1 2-A 2 |primera =(2-A)-((2-A)(4-A) - 1) - (-1):(0-2) =
0 1 4-A|columna
=(2-A)-N2-6A+7)-2=-A3+8A2-10A + 14 -2 =-A3+ 8A%2- 19\ + 12,

De |A - Al = 0 tenemos -A% + 8\2 - 19\ + 12 = 0.

Por Ruffini
-1 8 -19 12
1 17 -12
| -1 7 -12] ©

Luego -A3+8A\2-19A +12=0=(A - 1)(-A\2+ 7\ -12),y tenemosA=1yA2-7A+12=0 -

p= 1 29_48:7§1dedonde)\:3 yA=4.

SiAz1l, A£3yA#4tenemos |A- Al|Z0yrango(A— Al)=3.
1 0 2

SiA=1,tenemos (A-1)=|-1 1 1|.Como ] 2‘:1-0:1¢0,rango(A-l)=2.
0 1 3
-1 0 2

SiA=3,tenemos (A-3:)=|-1 -1 1|.Como ) OJ:1—0:1¢O,rango(A-3-|):2.
0 1 o
2 0 2

SiA=4,tenemos (A-4:1)=|-1 -2 1|.Como ) o‘:4-0:47rf0,rango(A—4-|):2.
0 1 0

b)



X 0
Resuelve el sistema (A - 1):| y |=| 0| y halla, si existe, una solucién en la que x = 2)
z 0
1 0 2 1 0 2)(x) (0
Tenemos (A-1)=|-1 1 1|conrango2,luegode (A-1)-X=Oresulta|-1 1 1||y|= 0], esdecirel
0 13 0 1 3){z) (0
X + 2z=0
sistema {-x+y+z=0 .
y+3z=0
Como el rango es 2, s6lo necesitamos dos ecuaciones (128 y 3%) {X v+ Z i 8 , de donde tomando z=mO R,

resulta x =-2m e y = -3m y la solucion del sistema es (x, y, z) = (-2m, -3m, m)conm OR.
Piden si x =2 =-2m, de donde m =-1 y la solucién  seria (X, Y, z) = (-2(-1), -3(-1), (-1)) = (2, 3, -1).

Ejercicio 6B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Algebra)

1 1

. . 1-10
Considera la matrices A= yB=|0 2
1m 1 m -1

a) Calcula m para que A-B no tenga inversa. (1 punto)
b) Estudia el rango de la matriz B- A segun los valores de m. (1’5 puntos)

Solucion
1
. . 1-10
Considera la matrices A= yB=|0
I1m 1
-1
a)
Calcula m para que A-B no tenga inversa.

1 -10 1l 1 1
AB=|" 10 2|= .
1 m 1 m+1 2m
m -1

A-B no tiene inversa si |A-B| = 0.

1 -1
Como |A-B| = =2m+m+1=3m+1=0sim=-1/3, param =-1/3 A-B no tiene inversa .
m+1 2m
b)
Estudia el rango de la matriz B-A segun los valores de m.
1 1 110 2 m-1 1
BA=[0 2| = 2 2m 2
1m1
m -1 m-1 -2m -1
2 ml1 1 2 m-1 1) Adjuntos

Como |B-Al=| 2 2m 2|F,-2F=| -2 2 0 tercera =1-(2m+2-2m —2) =0, luego rango(B-A)<3
m-1 -2m -JF+F |m+1 -m-1 0| columna
sea cual sea el valorde m .

1
En B-A como 5 =4-2=2#0, rango(B-A) = 2 siempre.

Ejercicio 7B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Geometria)

X=2+31 ) 220
Consideralasrectas r=qy=-1+24y s= Xy-e=v
y+2z-4=0

z=3+

a) Halla el plano que contiene ar y es paralelo a s. (1'5 puntos)
b) Deduce razonadamente aue ninadn blano nernendicular a s contiene ar (1 punto)



Solucion

X=2+31 5 220
Considera las rectas r=ly=-1+21ys=i" Y “7°
y+2z-4=0

z=3+

a)
Halla el plano que contiene ar y es paralelo a s.

Un punto de “r" es A(2, -1, 3), y un vector director es u = (3, 2, 1).
En “s”, un punto B lo podemos obtener tomando z =0, conlocualy=4yde 2x-4-2 =0, tenemos x =3y

i j k|Adjuntos
un punto es B(3, 4, 0), y un vector directoresv = |2 -1 0| primera =i(-2-0)- j(4-0) + k(2-0) = (-2, -4, 2).
0 1 2 fila

Como el plano Ttcontiene a “r’ tomo de “r” un punto, el A(2, -1, 3), y un vector, el u = (3, 2, 1). Como el

plano Ttes paralelo a la recta “s” tomo de “s” el otro vector independiente, el v = (-2, -4, 2).

La ecuacion general del plano pedida es det(AX, u, v) = 0, siendo X(X, Yy, z) un punto genérico del plano.
x-2 y+1 z-3|Adjuntos

n=det(AX,u,v)=0= |3 2 1| primera = (x-2)(4+4) - (y+1)(6+2) + (z-3)(-12+4) =
2 4 2 fila

=8x-8y-82=0=x-y-z2=0.

b)

Deduce razonadamente que ningun plano perpendicular a s contiene ar.

Si un plano 1T es perpendicular a “s” su vector normal es proporcional av = (-2, -4, 2). Si T contuviese a “r"
los vectores serian perpendiculares, es decir uev =0, perousv =(3, 2, 1)¢(-2,-4,2)=-6-8+2=-12 £ 0,
por tanto ningun plano perpendicular a s contiene a r.

Ejercicio 8B del Modelo 3 (Ordinario Suplente) de 2021 (Geometria)
Considera los puntos A(1, 2, 3), B(-2, 4, -3) y C(-10, 1, 0).
a) Halla el &rea del triangulo de vértices A, B y C. (1'25 puntos)
b) Halla el plano que equidista de A y B. (1’25 puntos)

Solucion

Considera los puntos A(1, 2, 3), B(-2, 4, -3) y C(-10, 1, 0).
a)
Halla el area del triangulo de vértices A, By C.

Sabemos que el area de un tridngulo es 1/2 del &rea del paralelogramo que determinan sus vectores AB =
=(-3,2,-6) y AC =(-11, -1, -3), es decir 1/2 mddulo (|| ||) del producto vectorial (x) de dichos vectores.

i j k|Adjuntos
ABXAC = |-3 2 -6/ primera =i(-6-6) - j(9-66) + k(3+22) = (-12, 57, 25).
-11 -1 -3 fila
Area triangulo = (1/2)-||ABXAC|| = (1/2)-V(122 + 572 + 25?) = (1/2)-V(4018) u? 031'6938 uZ.

b)
Halla el plano que equidista de Ay B.

El plano Tque equidista de A y B, es el plano mediador del segmento AB, es decir el plano perpendicular al
segmento AB en su punto medio M.

Punto medio M( (1 - 2)/2, (2 + 4)/2, (3 - 3)/2) = M(-1/2, 3, 0), y vector normal el n = AB = (-3, 2, -6).

El plano es el conjunto de puntos X tales que MXen = 0, donde “*” es el producto escalar, es decir:
M=MXen=0=(X+1/2,y-3,2)(-3,2,-6) =-3x +2y - 62-15/2=0 =6x -4y + 12z + 15=0.



